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Chap 2 : Ensembles de nombres, calculs dans Q et R

1. L'ensemble N des nombres naturels

1.1 Caractérisation
- 2 ensembles sont définis comméuipotents si on peut établir une bijection (=
correspondance terme a terme) entre eux. Le nooavtenal est le représentant de tous els
ensembles qui sont équipotents entre eux.
- Un nombre est un élément d’'une suite organisée :
o Chaque élément a un successeur unique apparteceneasemblen( n+1).
o0 2 élements différents ont des successeurs different
0 Zéro n'est le successeur d’aucun nombre.
o Toute partie dé\ vérifiant ces propriétés et contenant zéro edeéys.

1.2 Propriétés dans N

> L’addition fait correspondre a tout couple (@, b) de N x N le nombre notéa+b appartenant a
N

- Du point de vue cardinal, la somme+tb est associée a la réunion de 2 ensembles disjoints
qui ont respectivementa et b éléments

_ e ()
T aus

- Du point de vue ordinal, la sommea + b représente le nombre qui se situb aprésa.
Par exemple, 3 + 4 :

TENYTENYTANYTEN'

0 1 2 3 4 5 6 7 8

L’addition dansN est :

- associative(a+b)+c=a+(b+¢c)
-commutativea+b=Db+a
-réguliere: sia+c=b+c alorsa=b
- elle possedé comme élement neutre

> La multiplication fait correspondre a tout couple (a, b) de N X N le nombre notéa X b

appartenant aN
- Du point de vue cardinal, le prodaitx b est associé au cardinal du produit cartésien de 2

ensembles.
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- Du point de vue ordinal, le produit X b est associé arieme terme de la suite deena a
partir de 0.

: La multiplication dans\ est :
: - associative(@xX b) X c=aX (b X c)
- commutative a X b=b X a
- reguliere:sic£0:axXc=bXc=>a=b
- distributive par rapport a I'additiorax (b + ¢) = (ax b) + (ax c)
- le nombre 1 est élément neutre.
- 0 est élément absorbant.

» L'ensembleN est ordonné par une relation qui permet de compardes nombres
a<bsi et seulement s'il existeappartenant & tel queb =a + ¢
Cet ordre correspond :
- Du point de vue cardinal, au fait que I'ensembléd& cardinala) a moins d’éléments que
'ensemble B (de cardinal).
- Du point de vue ordinal, le fait quesest situé avari dans la suite des nombres ».

1.3 Les insuffisances de N

- Dans I'ensemble des nombres entiers naturels ustrsetion n'est pas toujours possible=
a — bn’a de solution dans! que sia > b.

- Les nombres naturels ne permettent de graduer guemi-droite.

2. L'ensemble 7Z des nombres entiers

2.1 Caractérisation
L’ensemble des entiers relatifs compléte I'ensendele entiers naturels.
Il est composé des naturels et de leurs opposeés.

2.2 Propriétés dans Z

» L’addition dans Z
- Elle est associative et commutative.
- Elle possede un élément neutre O.
- Tout élémenk a un oppos&’ qui vérifiex + X’ = x’ + x = 0 et est notéx

» La multiplication des entiers naturels
- Mémes propriétés que daNs
- Reégles des signes :
0 Le produit de 2 nombres positifs est positif.
0 Le produit de 2 nombres négatifs est positif.
0 Le produit d'un nombre positif par un nombre négadi négatif.

> L'ordre de Z prolonge celui deN

Il est compatible avec I'addition, la multiplicatigar un entier strictement positif.
Sic>0eta<balorsaX c<b X c.

Sic<0eta<balorsa X c>bXc.

D’autre part sa<betc<dalorsa+c<b+d
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2.3 Les insuffisances dans Z
- Certaines équatiorss X x = bn’ont pas de solution dais comme par ex X x=5.
- Les nombres entiers relatifs, sauf 1 et -1 n'ostgianverse pour la multiplication.

3. L'ensemble QO des nombres rationnels

3.1 Caractérisation
Un rationnel est un nombrequi est solution d’une équatidnx x = aaveca etb entiers eb # 0. Ce
nombrex peut s’écrire sous la forme d’une fractiafo, a étant le numérateub, le dénominateur et
a/ble quotient dea parb.

» Fractions éqgales
2 fractionsa/b etc/d sont égales si elles représentent le méme rationne
Onaalora X d=b Xc.

» Simplification de fractions
- Une fraction peut étre simplifiée en divisant sarmeérateur et son dénominateur par un
diviseur commun.
- Une fraction est irréductible si le numérateureedénominateur sont premiers entre eux.
- Un nombre rationnel peut étre représenté par dUiretéde fractions égales.
- La décomposition en facteurs premiers du numérageutu dénominateur peut faciliter la
simplification des fractions.

3.2 Propriétés dans Q

> Tout élément non nul a un inverse pour la multiplcation

L'inverse deE est 9 car a X 9: 1 donc_—1=E
b a b a a a
b

» La somme et le produit de 2 rationnels et b sont des rationnels, ainsi que leur différence et
leur guotient.

» Pour additionner ou soustraire des fractions
- Siles dénominateurs sont égaux, on additionneuegrateurs.
- Si les dénominateurs sont différents, on cherchbatd un dénominateur commun (multiple
commun, en géneéral ppcm)

» Pour multiplier une fraction par un entier : on multiplie le numérateur par cet entier.

» Pour_multiplier 2 fractions _entre _elles: on multiplie les numérateurs entre eux et les
dénominateurs entre eux. \ )

> Pour diviser une fraction par une autre: on multiplie la £ par l'inverse de la?*

» L'ensemble des nombres rationnels est totalementdonné :
Pour comparer 2 fractions, plusieurs méthodes :
- Si les dénominateurs sont égaux, on compare legrmateurs : la fraction la plus grande est
celle qui a le plus grand numérateur.
- Si les numérateurs sont égaux, on compare les deateurs : la fraction la plus grande est
celle qui a le plus petit dénominateur.
- Réduire les fractions au méme dénominateur.
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4. L'ensemble D des nombres décimaux

4.1 Caractérisation

Un nombre décimal peut s’écrire :

Avec une écriture décimale : partie entiere + padécimale dont le nombre de chiffres
différents de 0 et situés aprés la virgule est fini

Sous forme d'une fraction décimala=b/ 10".
Comme le produit d’un entier par une puissanceldeal=bx10™"
10™ :]/10n = 000...01 ( n chiffres aprés la virgule)

Un nombrea est décimal s'il existe un entier natunel
tel queax10" soit un entier relatib.
ax10" =b donca=b/1C"

4.2 Propriétés

> L’ensemble des nombres décimaux est stable pouaddition et la multiplication

La somme ou le produit de 2 nombres décimaux sesmhdmbres décimaux.
L’'opposé—x d’un décimalk est un nombre décimal.
L'inverse 1/x d’'un nombre décimal non nul n’est pas toujours un nombre décimal.

Ex: 0,3 (ou 3/10) est un nombre décimal mais son iev&€$3 = 3,3333... (avec une infinité

de 3 ne I'est pas)

» Comparaison des décimaux

Pour comparer 2 décimaux, on compare les partigéres puis respectivement chaque chiffre des
parties décimales a partir des dixiémes.

» Densité
Entre 2 décimaux on peut toujours trouver un nondB@mal. C’est un ensemble dense.

5. L'ensemble R des nombres réels

5.1 Caractérisation

Les nombres réels permettent de graduer parfaitefsams trou) la droite.

Certains nombres irrationnels sont solution d’éiguat: ce sont des nombraigébriques
Ex: 2 est solution de? = 2.

D’autres nombres irrationnels ne sont pas solutien telles équations et sont appelés
transcendants

5.2 Propriétés

Les propriétés vérifiees dafisle sont aussi daris.

Tout réel peut étre approché d’aussi pres que leut @ I'aide des décimaux. On appelle
valeur approchée du réeh 0,01 prés tout décimaltel quea— 001< x<a+ 001.

Sia<Xx, aest appel&aleur approchée par défauta 0,01 pres.

Sia>Xx, a est appel&aleur approchée par excesa 0,01 pres.
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5.3 Puissances dans R
- Sinestun naturel non na" =axax...xa (nfois) eta’ =1 avecaz0.
- On définit quea™ =1/a" aveca#0.
_ an+p = an X ap
- (axb)"=a"xb"

Identités remarquables :

(a+b)2=a2+ 2axb+b?
(a—by=a2-2axb+b?
a-?=@+b)x(a-hb)

5.4 Calculs sur les radicaux
- Pouraappartenant &+, Jaest le nombre positif dont le carré est égal: é\/;)"‘ =a.
- Poura etb appartenant &+, vaxb =+ax+/b.
- Poura etb appartenant &+, ,/a/b =+/a/+/b (avecb #0).
- Sia=20,+a%=a.
- Sia<0,az=-a.
- ATTENTION +Ja+bz+a++b.

. Ecritures décimales

6.1 Fractions décimales

- Un rationnel est un décimal si, parmi toutes lestfons qui le représentent, il y a au moins
une fraction décimale.

- Fraction décimale = fraction dont le dénominatesinme puissance de 10 de la foraf&0" .

- Les seuls rationnels qui sont des décimaux sonx ¢gu peuvent s’écrire a I'aide d'une
fraction irréductible dont le dénominateur est cosgpar le produit d’'une puissance de 2 par
une puissance de 5.

6.2 Ecritures décimales

- Une écriture décimale peut désigner : un entiéd0j3,un décimal (3,25), un rationnel non
décimal (0,3333... avec une infinité de 3 est égaBg, ou un irrationnel«@ =1414.).
— ne pas confondre « nombre décimal » et « écritureédimale ».

- L’écriture décimale dex est finie : elle comporte un nombre fimide chiffres non nuls apres
la virgule.

- x est un rationnel non décimal: il peut s’écrire sous la forn@q avecp et g premiers entre
eux.

- Si une suite est périodique et illimitée, elle esécriture d’'un nombre rationnel.

- Une écriture décimale illimitée mais non périodiquesera I'écriture d’'un nombre
irrationnel.
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